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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 

Πρώτα, θέλουµε να σας ευχαριστήσουµε  
που στηρίζετε τα µαθηµατικά των εκδόσεων µας. 
 

Έχουµε ολοκληρώσει και τη ∆εύτερη έκδοση  
όλης της σειράς των Μαθηµατικών Γ‘ Λυκείου    
για τη θετική και τεχνολογική κατεύθυνση  
όπως επίσης και για το µάθηµα γενικής παιδείας 
του συγγραφέα µας Βασίλη Γατσινάρη.  
 

 

 

 

Σήµερα  
 

σας παρέχουµε σε αποκλειστικότητα 
13 πρωτότυπα ακυκλοφόρητα λυµένα θέµατα  
( και 1 θέµα από το επαναληπτικό βιβλίο της κατεύθυνσης ) 

µε αυξηµένο βαθµό δυσκολίας 

για την καλύτερη προειτοιµασία  σας  

για τις Πανελλαδικές εξετάσεις του 2014  
 
 

 

 

  
 

 

 

 



 
 
 
Γ’ Λυκείου  Μαθηµατικά θετικής & τεχνολογικής κατεύθυνσης                                                                3 

                                                                                                                                                                                         

Θ.1  Έστω ο µιγαδικός αριθµός yixz +=  
 

Α1) Να αποδείξετε την ισοδυναµία: 1)zRe( ≥  ⇔  |1z||3z| +≤−   

Α2) Να αποδείξετε ότι 1tet ≥− , για κάθε πραγµατικό αριθµό t  
Β) Θεωρούµε τώρα το µιγαδικό αριθµό tt ie)te(w +−= , Rt ∈  

και τη συνάρτηση 5x|1w|x|3w|x
3
1)x(f 223 +++−+= , Rx ∈  

Β1) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  δεν παρουσιάζει ακρότατα. 
 

Β2) Αν τώρα είναι και 5,0|3w| =− , να αποδείξετε ότι η f  έχει µοναδική ρίζα r   
 

η οποία µάλιστα είναι και αρνητική και για την οποία είναι 030r3r2 23 >++  
  
Απάντηση  
 

Α1) |1z||3z| +≤−     ⇔  |yi1x||3yix| ++≤−+   

   ⇔  2222 y)1x(y)3x( ++≤+−  
   ⇔  1x ≥                                      ⇔  1)zRe( ≥  
 

Α2) Θεωρούµε τη συνάρτηση 1teφ(t) t −−=  µε 1e(t)φ t −=′   

Η φ  στο σηµείο 0  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο και άρα φ(0)φ(t) ≥ ή 1tet ≥−  
 

Β1) Επειδή 1)zRe( ≥ , είναι 1w3w +≤−  

Έστω τώρα η συνάρτηση 5x1wx3wx
3
1)x(f 223 +++−+=  

  22 1wx3w2x)x(f ++−+=′  

Επειδή  ( )( ) 01w3w1w3w41w43w4∆ 2 ≤+−−++−=+−−=  
η f  δεν έχει ακρότατα, αφού η f  δεν αλλάζει µονοτονία. 
 

Β2) Επειδή 5,0|3w| =− , οι ∈)w(M
2

22

2
1y)3x(:)c( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+−  

Είναι 1w3w +≠−  

γιατί αν υποθέσουµε ότι 1w3w +=−  καταλήγουµε ότι 1x =   Άτοπο  
Οπότε 0∆ <  και η f  είναι γνήσια αύξουσα και επειδή 5)0(f = , −∞=

−∞→
f(x) lim

x
 

η f  έχει µία ακριβώς ρίζα r , η οποία µάλιστα είναι και αρνητική αρνητική. 

0)r(f =  ⇔  05r|1w|r|3w|r
3
1 223 =+++−+  ⇔  0|1w|r630r3r2 223 >+−=++  

 

 

( )zΜ

31Ο
2
5

2
7
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Θ.2   Έστω η ορισµένη και συνεχής στο R  συνάρτηση f      

Είναι ∫ −−=−
x 

0 
x 11)eκ()x(fdt)t(fκ  και λ1)e(κ(x)fκ)x(f x ++=′+ , Rx ∈  

µε 0|λ||κ| ≠+  

Να αποδείξετε ότι ή xe)x(f =  ή 1e)x(f x +=  
 

Απάντηση 

Από ∫ −−=−
x

0
x 11)eκ()x(fdt)t(fκ , είναι και x1)eκ()x(f)x(fκ −=′−  

                                                      Επίσης είναι λ1)e(κ(x)fκ)x(f x ++=′+  

Ας λύσουµε το πιο πάνω σύστηµα.  

D =
−

=
κ1
1κ

01κ 2 ≠+   

)x(fD =+++−=
++

−−
= λ1)eκ(e)κκ(

κλe)1(κ
1e)1(κ xx2

x

x
λe)1κ( x2 ++  

)x(fD ′ =−−++=
++

−
= xx2

x

x
1)e(κκλe)κκ(

λe)1(κ1
e)1(κκ λκe)1κ( x2 ++  

Οπότε, υπάρχουν µοναδικές συναρτήσεις f  και f ′  (Φυσικά, εξαρτώµενες)  

και µάλιστα είναι  )x(f ==
D

D )x(f

1κ
λe 2

x

+
+  και έτσι αυτή δίνει ή xe)x(f =′    

                      και )x(f ′ ==
′

D
D )x(f  

1κ
κλe 2

x

+
+   

Οπότε, πρέπει 0κλ =  και τότε  ή µόνο 0λ =  και έτσι  xe)x(f =  

                                                   ή µόνο  0κ =  και έτσι λe)x(f x +=   

                                                   και τότε από ∫ −−=−
x

0
x 11)eκ()x(fdt)t(fκ  

                                                   για 0x =  προκύπτει  11)0(f −−=−  ή 2)0(f =  

       και τότε από λe)x(f x +=  

     για 0x =  προκύπτει λ1)0(f +=  ή 1λ =   

      και άρα 1e)x(f x +=  
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Θ.3   Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , µε 1)0(f)0(f =′=  

Ξέρουµε επίσης ότι ∫ −′′=
x 

0 
1)x(fdt )t(f , για κάθε Rx ∈   

Α) Να αποδείξετε ότι xe3)x(f)x(f)x(f =′′+′+ , Rx ∈  

Β) Έστω επίσης ∫ −+=+
x 

0 
2x λκxe2)x(fdt )t(f ,  ∫ +=′+

x 

0 
x µeλ3)x(fdt )t(f 2  

 

Να αποδείξετε ότι xe)x(f =  
 

Απάντηση 

Α) Από ∫ −′′=
x 

0 
1)x(fdt )t(f , προκύπτει 0)0(f =′′  

Από ∫ −′′=
x 

0 
1)x(fdt )t(f , είναι και )x(f)x(f ′′′= , για κάθε Rx ∈   

 

Οπότε και )x(f)x(f     )x(f      )x(f)x(f     )x(f ′′+′+′′′=′′+′+  

              ή ( )′′′+′+=′′+′+  )x(f)x(f )x(f    )x(f)x(f )x(f , Rx ∈  

∆ηλαδή xce  )x(f)x(f )x(f =′′+′+ , Rx ∈  
  

Β) Επειδή c  )0(f)0(f )0(f =′′+′+  ⇔  3c = , προκύπτει xe3  )x(f)x(f )x(f =′′+′+  

Από ∫ −+=+
x 

0 
2x λκxe2)x(fdt )t(f ,   προκύπτει  ∫ −=+

0 

0 
λ2)0(fdt )t(f   ή 1λ =  

και  ∫ +=′+
x 

0 
x µeλ3)x(fdt )t(f 2     ,  προκύπτει ∫ +=′+

0 

0 
µλ3)0(fdt )t(f 2  ή 2µ −=  

 

 

Επίσης 

παραγωγίζοντας προκύπτει κx2e2)x(f)x(f x +=′+   ή f(x)κx2e2)x(f x −+=′  

                                       και xe3)x(f)x(f2 =′′+          ή f(x)2e3)x(f x −=′′  
 

Οπότε, η σχέση xe3)x(f)x(f)x(f =′′+′+   

               γίνεται xxx e3  f(x)2e3     f(x)κx2e2   )x(f =−+−++    

                       ή xκe  f(x) x +=   

Τότε, προφανώς προκύπτει κe  (x)f x +=′  και από κ1  (0)f +=′  είναι 0κ =   
 

Οπότε xe  f(x) = , Rx ∈   
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Θ.4   Έστω ότι υπάρχει παραγωγίσιµη στο R  συνάρτηση f   
 
 

Γνωρίζουµε ότι 2x5ax6x2(x)f2)x(f (x)f2 233 −+−=′−′ , Rx ∈  και 1)1(f =  
 

Α) Να µελετήσετε πρώτα την 3x4xx)(φ 4 +−=  ως προς τα ακρότατα. 
 

Β1) Να αποδείξετε ότι 2a4x4x5ax4x3f(x)4)x(f 2344 −+−+−=+−  
 

Β2) Να αποδείξετε ότι 
6
5a =  

Β3) Να αποδείξετε ότι ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=+−

3
4x

3
4x)1x(3)x(f4)x(f 224 , Rx∈  

Γ1) Να αποδείξετε ότι 0)0(f >  
 

 
Απάντηση  
 
 
 
 

Α) Είναι 4x4x)(φ 3 −=′ , µε γραφική παράσταση τη διπλανή. 
 
 
 

Β1) Από 4x10ax12x4(x)f4)x(f (x)f2 233 −+−=′−′   

      είναι ( ) ( )′−+−=
′

− x4x5ax4x)x(f 4(x)f 2244   
 

και ισοδύναµα είναι cx4x5ax4x)x(f 4(x)f 2244 +−+−=−  
 

Για 1x = , είναι c45a41)1(f 4(1)f 4 +−+−=−  ⇔  c45a413 +−+−=−  

 ⇔  c5a4 =−  
 

Άρα 5a4x4x5ax4xf(x)4)x(f 2344 −+−+−=−   
 

και ισοδύναµα 2a4x4x5ax4xf(x)4)x(f 2344 −+−+−=−  
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Β2) Έστω η συνάρτηση 0φ(x))x(h ≥=   

                             Είναι )1(h0)x(h =≥ , για κάθε Rx ∈  

Σύµφωνα µε το θ. Fermat είναι 0)1(h =′  ⇔  0410a124 =−+−  ⇔   
6
5a =  

 

Β3) Έστω η συνάρτηση 
3
4x4x5x

3
1x)x(h 234 +−+−=  

                                µε 4x10ax12x4)x(h 23 −+−=′  

 

Είναι  3f(x)4)x(f 4 +−  
3
4x4x5x

3
10x 234 +−+−=  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−=

3
4x

3
8x

3
7x)1x( 23  

 

=
3
4x

3
4x()1x( 22 +−−  

 
 

Γ1)  Για 0x = , είναι 
3
43)0(f4)0(f4 =+−  ⇔  0

3
5)0(f4)0(f4 =+−  ⇔  ( ) 0f(0)g =   

 
 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 
3
5x4x)x(g 4 +−=   

                                Είναι 4x4)x(g 3 −=′  

 
 
Προκύπτει πολύ απλά η διπλανή γραφική παράσταση.  
 

Οπότε, η συνάρτηση g  έχει 2  ρίζες , έστω τις 21 ρ1ρ <<  

 
Από ( ) 0f(0)g = , προκύπτει πού απλά ότι 1ρ)0(f =  ή 2ρ)0(f =  και τελικά  0)0(f >   

 

1ρ 2ρ
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Θ.5  Έστω οι ορισµένες και συνεχείς στο R  συναρτήσεις f  και g  

ώστε 2x 

0 

1 

0 
xxdt g(t) f(x)dx x +=+ ∫∫ , 2x 

0 

1 

0 
xxdt f(t) g(x)dx x −=− ∫∫ , Rx ∈  

Να αποδείξετε ότι x2)x(g)x(f ==    
 

Απάντηση  
 

Από 2x 

0 

1 

0 
xxdt g(t) f(x)dx x +=+ ∫∫  

για 1x =  προκύπτει 2dt g(t) f(x)dx 
1 

0 

1 

0 
=+ ∫∫   

 

Από 2x 

0 

1 

0 
xxdt f(t) g(x)dx x −=− ∫∫ , Rx ∈  

για 1x =  προκύπτει ∫∫ =
1 

0 

1 

0 
dt f(t) g(x)dx   

 

 
Οπότε από ∫∫ =

1 

0 

1 

0 
dx f(x) g(x)dx   και  2dx g(x) f(x)dx 

1 

0 

1 

0 
=+ ∫∫  

 

λύνοντας το σύστηµα, προκύπτει 1f(x)dx 
1 

0 
=∫  και 1g(x)dx 

1 

0 
=∫  

 
 

Η σχέση 2x 

0 

1 

0 
xxdt g(t) f(x)dx x +=+ ∫∫   

δίνει 2x 

0 
xdt g(t) =∫  και παραγωγίζοντας τελικά παίρνουµε x2)x(g =  

 

Η σχέση 2x 

0 

1 

0 
xxdt f(t) g(x)dx x −=− ∫∫   

 

δίνει 2x 

0 
xdt f(t) =∫  και παραγωγίζοντας τελικά παίρνουµε x2)x(f =  
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Θ.6  Έστω οι ορισµένες και συνεχείς στο R  συναρτήσεις f  και g  

ώστε ∫∫=
1 

0 

1 

0 
 dx f(x)  g(x)dx x 2)x(f , Rx ∈  και 2)1(f =  

Να αποδείξετε ότι x2)x(f =    
 

Απάντηση  
 

Από ∫∫=
1 

0 

1 

0 
 dx f(x)  g(x)dx x 2)x(f  

 

για 1x =  παίρνουµε 0 dx f(x)  g(x)dx 2)1(f2
1 

0 

1 

0 
≠== ∫∫  

 

και συνεπώς 0g(x)dx 
1 

0 
≠∫   και 0f(x)dx 

1 

0 
≠∫  

 

Ολοκληρώνοντας τη σχέση ∫∫=
1 

0 

1 

0 
 dx f(x)  g(x)dx x 2)x(f  

παίρνουµε dx  dx f(x)  g(x)dx x 2 f(x)dx
1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫∫∫∫  

ή  ( )dx  x 2  dx f(x)  g(x)dxf(x)dx
1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 ∫∫∫∫ =    

ή [ ]1 
0 

21 

0 
x g(x)dx1 ∫=   

ή  1g(x)dx
1 

0 
=∫  

 

Οπότε ∫=
1 

0 
 dx f(x)   x 2)x(f  

 

Για 1x =  προκύπτει ∫=
1 

0 
 dx f(x)  2)1(f ή 1 dx f(x) 

1 

0 
=∫  

 
 

Οπότε, τελικά διαπιστώνουµε ότι   x 2)x(f =  
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Θ.7  Έστω οι ορισµένες και παραγωγίσιµες στο +R  συναρτήσεις g,f  

ώστε )x(xg)x(xf2)x(fxdt g(t) 2x 

0 
−=′−∫ , 0x ≥  και 0g(0) = , 0)0(g =′  

Α) Να αποδείξετε ότι 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

>
=
∫

0x0

0x
x

dt g(t) 

)x(f

x 

0 

αν

αν
 

Β) Να αποδείξετε ότι 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

>
−

=′

0x0

0x
x

)x(f)x(g

)x(f

αν

αν
 

Έστω τώρα ότι )1(f)1(g >  και οι γραφικές παραστάσεις των g,f  δεν τέµνονται. 
 

Γ1) Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνήσια αύξουσα στο ),0( +∞  

 

Γ2) Να αποδείξετε ότι ∫∫ <
2 

0 

1 

0 
dx g(x)dx g(x)2  

 
Απάντηση  
 

 

Α) Από )x(xg)x(xf2)x(fxdt g(t) 2x 

0 
−=′−∫  

είναι )x(xf2)x(fx)x(xgdt g(t) 2x 

0 
+′=+∫  ή ( )′=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫ )x(fxdt g(t) x 2x 

0 
 

 

Οπότε είναι c)x(fxdt g(t) x 2x 

0 
+=∫  και για 0x =  προκύπτει 0c =  

και άρα )x(fxdt g(t) x 2x 

0 
=∫  ή )x(xfdt g(t) 

x 

0 
=∫  ή 

x

dt g(t) 
)x(f

x 

0 ∫= , 0x >  

Επίσης, είναι =)0(f ==⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→→→

∫
)0(g

1
)x(glim

x

dt g(t) 
lim)x(f lim

0x

x 

0 
0x0x

0   
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∆ηλαδή 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

>
=
∫

0x0

0x
x

dt g(t) 

)x(f

x 

0 

αν

αν
 

 
 
Β) Αν 0x >  

είναι 
x

)x(f)x(g
x

)x(xf)x(xg
x

dt g(t) )x(xg

x

dt g(t) 
)x(f 22

x 

0 

x 

0 −
=

−
=

−
=

′

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′
∫∫

 

Επίσης, είναι ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→ 0x
)0(f)x(f lim

0x
0)0(g

2
1

2x
g(x) lim

x

dt g(t) 
 lim

0x2

x 

0 
0x

=′=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→→

∫
  

 

Οπότε 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

>−

=′

0x0

0x
x

)x(f)x(g

)x(f

αν

αν
 

 
 
 
Γ1) Αφού 0)x(f)x(g)x(h ≠−=  και η h  είναι συνεχής και 0)1(f)1(g)1(h >−=  
 

είναι 0)x(h >  και άρα 0)x(f >′  
 
 

∆ηλαδή, η συνάρτηση f  είναι γνήσια αύξουσα στο διάστηµα ),0( +∞  

 
 
Γ2) Από 21 <  είναι και )2(f)1(f <  
 

                                 ή 
2

dt g(t) 

1

dt g(t) 
2 

0 

1 

0 ∫∫
<  

  

       ή ∫∫ <
2 

0 

1 

0 
dx g(x)dx g(x)2  
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Θ.8   Έστω οι ορισµένες και παραγωγίσιµες στο +R  συναρτήσεις f  και g  
 

Γνωρίζουµε ότι 1)0(fe3e3dt f(t)  )x(g2dt g(t)  )x(f xx2x 

0 

x 

0 
−+−=+ ∫∫ , 0x ≥  

 

                   και 1)0(ge4e4dt f(t) )x(gdt g(t) )x(f3 xx2x 

0 

x 

0 
−+−=+ ∫∫     , 0x ≥  

 

 

Α) Να αποδείξετε ότι 1)0(g)0(f ==  

Β) Να αποδείξετε ότι xx2x 

0 

x 

0 
eedt f(t) )x(gdt g(t) )x(f −== ∫∫ , 0x ≥  

 

Γ) Να αποδείξετε ότι 0)x(f >  και 0)x(g > , για κάθε 0x >  
 

∆) Να αποδείξετε ότι xe)x(g)x(f == , 0x ≥  
 
Απάντηση 

Α) Αν στη σχέση 1)0(fe3e3dt f(t)  )x(g2dt g(t)  )x(f xx2x 

0 

x 

0 
−+−=+ ∫∫  

 

                       βάλουµε όπου 0x =  προκύπτει 1)0(f =  

            και άρα xx2x 

0 

x 

0 
e3e3dt f(t)  )x(g2dt g(t)  )x(f −=+ ∫∫ , 0x ≥  

 

Αν στη σχέση 1)0(ge4e4dt f(t) )x(gdt g(t) )x(f3 xx2x 

0 

x 

0 
−+−=+ ∫∫  

 

                       βάλουµε όπου 0x =  προκύπτει 1)0(g =  

            και άρα xx2x 

0 

x 

0 
e4e4dt f(t) )x(gdt g(t) )x(f3 −=+ ∫∫ , 0x ≥  

  

Β)      Από xx2x 

0 

x 

0 
e4e4dt f(t) )x(gdt g(t) )x(f3 −=+ ∫∫  

είναι και xx2x 

0 

x 

0 
e8e8dt f(t) )x(g2dt g(t) )x(f6 −=+ ∫∫  

και από  xx2x 

0 

x 

0 
e3e3dt f(t)  )x(g2dt g(t)  )x(f −=+ ∫∫  

αφαιρώντας παίρνουµε xx2x 

0 
e5e5dt g(t)  )x(f5 −=∫  ή xx2x 

0 
eedt g(t)  )x(f −=∫  

                                 Εντελώς ανάλογα προκύπτει και ότι xx2x 

0 
eedt f(t)  )x(g −=∫  
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Γ) Επειδή 0ee xx2 =−  µόνο αν xx2 ee =  ⇔ xx2 =  ⇔  0x =  

είναι προφανές ότι αν 0eedt g(t)  )x(f xx2x 

0 
≠−=∫ , για κάθε 0x >  

και άρα 0)x(f ≠ , για κάθε 0x >  και επειδή η f  είναι συνεχής µε 1)0(f =  

είναι 0)x(f >  για κάθε 0x ≥  και συνεπώς 0f(t)dt 
x 

0 
>∫ , για κάθε 0x >  

Εντελώς ανάλογα προκύπτει 

ότι 0)x(g >  για κάθε 0x ≥    και συνεπώς 0f(t)dt 
x 

0 
>∫ , για κάθε 0x >  

 

∆) Οπότε, από xx2x 

0 
eedt g(t)  )x(f −=∫ και xx2x 

0 
eedt f(t)  )x(g −=∫  

 

προκύπτει ∫∫ =
x 

0 

x 

0 
dt f(t) )x(gdt g(t)  )x(f  ή 

∫∫
= x 

0 

x 

0 
dt g(t) 

)x(g

dt f(t) 

)x(f  , 0x >  

Οπότε και 
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫∫

x 

0 

x 

0 
dt g(t) lndt f(t) ln   

       είναι  cdt g(t) lndt f(t) ln
x 

0 

x 

0 
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫∫  ή ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫∫

x 

0 
cx 

0 
dt g(t) elndt f(t) ln  

                ή ∫∫ =
x 

0 
cx 

0 
dt g(t) edt f(t)   

 

Παραγωγίζοντας προκύπτει  g(x)ef(x) c= , 0x >  
 

Οπότε και ( ) ( ) g(x)e lim f(x) lim c
0x0x →→

=  ή g(0)ef(0) c=  ή ce1 =  και άρα  g(x)f(x) =  

 

Έτσι η σχέση xx2x 

0 
eedt g(t)  )x(f −=∫  γίνεται xx2x 

0 
e2e2dt f(t) )x(f2 −=∫  

ή ( )′−=

′

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫ xx2

2x 

0 
e2edt f(t)  ή ce2edt f(t) xx2

2x 

0 
+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫  

Για 0x =  προκύπτει 1c =  και άρα  ( ) ( )2xx2x
2x 

0 
1e1e2edt f(t) −=+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫  

Οπότε και 1edt f(t) xx 

0 
−=∫ , αφού 0)x(f >  και παραγωγίζοντας xe)x(f =  

 

Τελικά, προκύπτει και xe)x(g =  
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Θ.9   Έστω η παραγωγίσιµη στο +R  και γνήσια µονότονη συνάρτηση f   

µε το ίδιο είδος µονοτονίας και ( ) mxxx dt f(t) )x(ff 910m 

0 
++= ∫  , 0x ≥ , Rm∈  

Α) Να αποδείξετε ότι 0 dt f(t) 
m 

0 
=∫  

Γνωρίζουµε τώρα, ότι υπάρχει αριθµός ρ , ώστε ( ) )ρ(f1)ρ(f 9 ′−=′  

 

Β1) Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνήσια αύξουσα.  

Β2) Να αποδείξετε ότι 0)0(f =  

Β3) Να αποδείξετε ότι ( ) 9x)x(ff =  

Β4) Να αποδείξετε ότι 0)0(f =′  

 

Απάντηση 
 

Αφού η f  είναι γνήσια µονότονη µε το ίδιο είδος µονοτονίας και παραγωγίσιµη    

ή θα είναι γνήσια αύξουσα και 0)x(f ≥′  

                                                               ή θα είναι γνήσια φθίνουσα και 0)x(f ≤′  

Από ( ) mxxx dt f(t) )x(ff 910m 

0 
++= ∫ , είναι ( ) mx9x dt f(t) 10)x(f)x(ff 89m 

0 
++=′′ ∫  

Επειδή ( ) 0)x(f)x(ff ≥′′  είναι και 0mx9x dt f(t) 10 89m 

0 
≥++∫ , για κάθε Rx ∈  

αν ήταν 0 dt f(t) 
m 

0 
>∫ , τότε και 0mx9x dt f(t) 10 lim 89m 

0 x
≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∫−∞→

 

 ή 0x dt f(t) 10 lim 9m 

0 x
≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫−∞→

 ή 0≥−∞  Άτοπο  

ενώ  

αν ήταν 0 dt f(t) 
m 

0 
<∫ , τότε και 0mx9x dt f(t) 10 lim 89m 

0 x
≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∫+∞→

 

 ή 0x dt f(t) 10 lim 9m 

0 x
≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫+∞→

 ή 0≥−∞  Άτοπο  
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Οπότε, είναι 0 dt f(t) 
m 

0 
=∫  και φυσικά ( ) mxx)x(ff 9 +=  

 

Β1) Αφού υπάρχει αριθµός ρ , ώστε ( ) )ρ(f1)ρ(f 9 ′−=′  ή ( ) 01)ρ(f)ρ(f 9 =−′+′  

θεωρώντας την 1xx)x(f 9 −+= , διαπιστώνουµε ότι έχει µοναδική ρίζα r  

η οποία µάλιστα βρίσκεται στο διάστηµα )1,0(  και συνεπώς 1)ρ(fr0 <′=<  

 

Οπότε, είναι 0)x(f ≥′  και συνεπώς η συνάρτηση f  θα είναι γνήσια αύξουσα.  

 

Β2) Από ( ) mxx)x(ff 9 += , αν ήταν 0)0(f < , θα ήταν ( ) )0(f)0(ff <  ή )0(f0 <  

                                                                                                                Άτοπο    

                                              αν ήταν 0)0(f > , θα ήταν ( ) )0(f)0(ff >  ή )0(f0 >  

                                                                                                                Άτοπο    

Οπότε 0)0(f =  

 

 

 

Β3) Αν 0m > , αφού η f  είναι γνήσια αύξουσα, από 0x >  είναι και 0)0(f)x(f =>  

                        και άρα 0dx f(x) 
m 

0 
>∫    Άτοπο  

 
    Αν 0m < , αφού  η f  είναι γνήσια αύξουσα, από 0x >  είναι και 0)0(f)x(f =>  

                         και άρα 0dx f(x) 
m 

0 
<∫    Άτοπο  

 

Άρα 0m =  και έτσι τελικά θα είναι και  ( ) 9x)x(ff =  

 

 
Β4) Από ( ) 9x)x(ff = , είναι και ( ) 8x9)x(f)x(ff =′′ , Rx ∈  
 

Οπότε και ( ) 0)0(f)0(ff =′′  ή ( ) 0)0(f 2 =′  ή 0)0(f =′  
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Θ.10   Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f  
 

          ώστε mmxx)1m2(e)x(f 22x −+++−= , Rx ∈  
 

           και  
( )

xe
2e2

)x(hf
hxf)hx(f lim x

x

0h −

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−+
→

 και 1m0 <≤   

 

Α) Να αποδείξετε ότι 0)x(f >  
 

Β) Να αποδείξετε ότι ( ) ( ) ( )1mm  lnxe lnf(x) ln 2x +−+−=  
 

Γ) Να αποδείξετε ότι xe)x(f x −=  
 

Απάντηση 
 

 

Α) ( ) ( ) 0mxmxemmxx)1m2(e)x(f 2x22x >++−−=−+++−=  
 

               αφού ( ) 0mx 2 ≥+   

               και η mxe)x(φ x −−=  έχει ολικό ελάχιστο το 0m1φ(0) >−=  

    αφού 1e)x(φ x −=′   
 

Β) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−+
=

−

−
→ )x(hf

hxf)hx(f lim
xe
2e2

0hx

x
  

( )( )
( ) ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

′

′−−+
=

→ )x(hf

hxf)hx(f lim
0h

 

 

         
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −′++′
=

→ f(x)
hxf)hx(f lim

0h f(x)
)x(f2 ′

=  

 
 

Οπότε 
xe
2e2

f(x)
)x(f2

x

x

−

−
=

′
 και ισοδύναµα 

xe
1e

f(x)
)x(f

x

x

−

−
=

′
 

 

Οπότε ( )( ) ( )( )′−=′ xe lnf(x) ln x    και άρα  ( ) ( ) cxe lnf(x) ln x +−=  
            

Για 0x = , έχουµε  ( ) c1 lnf(0) ln +=  και συνεπώς είναι ( )1mm  lnc 2 +−=   
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Για 0x = , έχουµε ( ) c1 lnf(0) ln +=  και συνεπώς είναι ( )1mm  lnc 2 +−=   
 

Οπότε ( ) ( ) ( )1mm  lnxe lnf(x) ln 2x +−+−=  

 
 

Γ) Άρα  ( ) ( ) ( )1mm  lnxe lnmmxx)1m2(e ln 2x22x +−+−=−+++−  
 

          ή ( ) ( ) ( )( )x1mm e1mm  lnmmxx)1m2(e ln 2x222x +−−+−=−+++−  
 

          ή ( ) ( )x 1mm e 1mm mmxx)1m2(e 2x222x +−−+−=−+++−  
 

 

 

 

          ή ( ) ( )x 1mm e 1mm mmxx)1m2(e 2x222x +−−+−=−+++−  
 

 

 

 

 

       ή ( ) ( ) 0mmx m3m xe mm 222x2 =−+−−−−  
 

 

 

Οπότε, αν 0m >   

 

είναι ( ) ( )( ) 0mmx m3m xe mm  lim 222x2
x

=−+−−−−
−∞→

  

     ή  ( ) ( ) ( )( ) 0mmx m3m x lime  limmm 222
x

x
x

2 =−+−+−−
−∞→−∞→

 

     ή  ( ) 0x lim0 2
x

=−
−∞→

 

     ή  0=−∞    Άτοπο  

 

Οπότε 0m =  

 

∆ηλαδή ( ) ( )xe lnf(x) ln x −=  
 

και ισοδύναµα xe)x(f x −=  
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Θ.11     Α) Αν )x(F)x(F)x(F)x(F 2211
′+=′+ , για κάθε Rx ∈  και )0(F)0(F 21 =   

               να αποδείξετε ότι )x(F)x(F 21 = , Rx ∈  
          

         Β) Να αποδείξετε ότι ( ) 2xe2e2exdt et xxx2x 

0 
t2 −−+=∫ , Rx ∈  

         Γ) Έστω η συνεχής συνάρτηση RR:f →  

               ώστε 2xe2e2ex2)x(ff(t)dt xxx2x 

0 
−−+=+∫ , Rx ∈  

Να αποδείξετε ότι x2ex)x(f = , Rx ∈  
 

Απάντηση 

Α)        Από )x(F)x(F)x(F)x(F 2211
′+=′+  

έχουµε και )x(Fe)x(Fe)x(Fe)x(Fe 2
x

2
x

1
x

1
x ′+=′+  

              ή ( ) ( )′=
′

)x(Fe)x(Fe 2
x

1
x   

Οπότε c)x(Fe)x(Fe 2
x

1
x +=  

Για 0x = , είναι 0c = και συνεπώς είναι )x(Fe)x(Fe 2
x

1
x =  ή )x(F)x(F 21 =  

 

Β) Έχουµε ( )∫
x 

0 
t2 dt et ∫ ′=

x 

0 
t2 dt )(et  

                                      [ ] ∫ ′−=
x 

0 
t2x 

0 
t2 dt )(et 2et  

                                      [ ] ∫+−=
x 

0 
tx 

0 
tx2 dt e 2te2ex  

                                      [ ] x 
0 

txx2 e2xe2ex +−=         2xe2e2ex xxx2 −−+=  
 
 
 

Γ) Είναι 2xe2e2ex2)x(ff(t)dt xxx2x 

0 
−−+=+∫  

Από ∫∫ +=+
x 

0 
t2x2x 

0 
dtet ex)x(ff(t)dt  και )x(F)x(F)x(F)x(F 2211

′+=′+  

Θεωρήσαµε, ως ∫=
x 

0 1 f(t)dt )x(F  µε 0)0(F1 = , ∫=
x 

0 
t2

2 dtet )x(F  µε 0)0(F2 =   

 

Οπότε )x(F)x(F 21 =  και άρα ∫∫ =
x 

0 
t2x 

0 
dtet f(t)dt  ή τελικά x2ex)x(f =  
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Θ.12  Έστω η συνεχής στο R  συνάρτηση f , µε 0)x(f >  

Α) Να λύσετε την εξίσωση 0f(t)dt
5x 

x2 
=∫ −

 

Β) Να λύσετε την εξίσωση ( ) 2x 

x2 
t 5 xx2dt 1)(et

5

−−=−∫ −
 

 
Απάντηση  
 

Α) Είναι ∫∫∫
−

−
−=

x2  

0 

x 

0 

x 

x2 
f(t)dt   dt f(t) f(t)dt

55

 

Θεωρούµε τη συνάρτηση ∫∫
−

−=
x2  

0 

x 

0 
f(t)dt   dt f(t) )x(F

5

 

 

Είναι 0x)f(2)f(x5x)x(F 54 >−+=′  
 

Οπότε, η συνάρτηση F  είναι γνήσια αύξουσα.  
 

Έτσι 0f(t)dt
5x 

x2 
=∫ −

 ⇔  0)x(F =  ⇔  )1(F)x(F =  ⇔  1x =  

 
 

Α) Είναι ( ) 2x 

x2 
t 5 xx2dt 1)(et

5

−−=−∫ −
  

 

      ⇔  ( ) ∫∫ −−
−=−

55 x 

x2 

x 

x2 
t 5 dt 1    dt 1)(et  

 

      ⇔  ( ) 0dt 11)(et
5x 

x2 
t 5 =+−∫ −

 

 
Θεωρούµε ως 1)1e(x)x(F x5 +−=   
 
Είναι προφανές ότι )x(F  
 

Συνεπώς η εξίσωση ( ) 2x 

x2 
t 5 xx2dt 1)(et

5

−−=−∫ −
 γράφεται )1(F0)x(F ==  

και τελικά 1x =  
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Θ.13  Έστω η συνάρτηση 
xe
1x)x(f x −

−
= , Rx ∈  

 

Έστω και η συνάρτηση 1xee2)x(φ xx −−=  
 

Α) Να αποδείξετε ότι αυτή έχει δύο ακριβώς ρίζες, έστω τις 21 rr <  

Β) Να αποδείξετε το εµβαδόν E  του χωρίου  

που περικλείεται από το διάγραµµα της φ  και τον xx′  

είναι ίσο µε 21 r
2

r
1 ererE +−−=  τ.µ. 

Γ1) Να βρείτε την παράγωγο f ′  

Γ2) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  έχει ακριβώς δύο τοπικά ακρότατα. 
 
Απάντηση 
 

Α) Από 1xee2)x(φ xx −−=  

Έχουµε )x1(exeexeee2)x(φ xxxxxx −=−=−−=′  

Έστω  ]1,(∆1 −∞=   

Επειδή )x(φlim
x −∞→

( ) )xe(lim11xee2lim x
x

xx
x −∞→−∞→

−−=−−=
)e(

)x(lim1 xx ′

′
−−=

−−∞→
  

                             =
−

−−=
−−∞→ xx e

1lim1 1−   

      και 1eφ(1) −=  

είναι ]1e,1()]1(φ),x(φlim()∆(φ
x1 −−==

−∞→
 

Άρα, υπάρχει 1r1 <  , ώστε να είναι 0)φ(r1 =  

 
Έστω ),1(∆ 2 +∞=   

Επειδή )x(φlim
x +∞→

( ) =−+−=−−=
+∞→+∞→

)x2(elim11xee2lim x
x

xx
x

−∞  

      και 1e)x(φlim
1x

−=
→

 

είναι )1e,()x(φlim),x(φlim)∆(φ
1xx2 −−∞=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

→+∞→
 

Άρα υπάρχει 2r1 <  και άρα 0)φ(r2 =  

1r 2r
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Β) Αν 1xr1 << , είναι φ(x))φ(r1 <  ή 0φ(x) >  

     Αν 2rx1 << , είναι )φ(rφ(x) 2>  ή 0φ(x) >  

Άρα 0φ(x) ≥  για κάθε ]r,r[x 21∈  

 
Επίσης, είναι προφανές ότι 0φ(x) ≤  για κάθε 1rx ≤  ή 2rx ≥   

 

Είναι  E ∫∫ −−==
2

1

2

1

r

r
xxr

r
1)dxxe(2eφ(x)dx  

∫∫∫ −′−=
2

1

2

1

2

1

r

r

r

r
xr

r
x 1dxdx)x(edxe2  

)rr(1dxe]xe[]e[2 12
r

r
xr 

r 
xr 

r 
x 2

1

2
1

2
1

−−+−= ∫  

12
rrr

1
r

2
rr rreeerere2e2 121212 +−++−−=  

12
r

2
r

1
rr rrerere3e3 2112 +−−+−=  

Επειδή 0)φ(r1 =  είναι 01ere2 11 r
1

r =−−   

                                και 0)φ(r2 =  είναι 01ere2 221 r
2

r =−−   

12
rrrr rre211e2e3e3 2112 +−−+−+−=  

12
rr rree 12 +−−=  

Β1) Είναι 
)xe(

)1x()x(f x ′−

′−
=′  

2x

xx

)xe(
)1e)(1x()xe(

−
−−−−

=  

4x

xxx

)xe*
1exxexe

−

−++−−
=  

2x

xx

)xe(
)1xee(2

−
−−

=  

2x )x(e
φ(x)
−

=  

Β2) Εποµένως, η f  έχει τοπικό ελάχιστο το )r(f 1  και τοπικό µέγιστο το )r(f 2  
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Θ.14   Έστω το κινητό ( )y(t)t,Μ , h:0t ≥   

κινείται στη διάρκεια του χρόνου t , πάνω σε ένα δρόµο 
 

ώστε ο ρυθµός µεταβολής της τεταγµένης )t(y  

να αυξάνεται µε ρυθµό 
1t

t
+

 km/h   

 

Τη στιγµή 0 , το M  βρίσκεται στην αρχή ( )0,0O  
 

Α1) Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων M   

είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης )1tln(t)t(y +−= , 0t ≥  

Α2) Να αποδείξετε ότι η y  είναι γνήσια αύξουσα και κυρτή.   

Β1) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 2ln
2
1)1xln()x(φ −++=  στο ),0[ +∞   

έχει µοναδική ρίζα ένα αριθµό )1,0(ρ ∈  

Β2) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση x)1x(2ln
2
1)1xln()1x()x(g −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+++=  

στο ),0[ +∞  έχει µοναδική ρίζα το 1  
 

Γ) Να αποδείξετε ότι καθώς τα σηµεία κινούνται, ένας παρατηρητής που βρίσκεται  

στη θέση ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ln2

2
1,0Α  σταµατάει να έχει οπτική επαφή µε τα σηµεία M   

µετά από µία ώρα. 
 
Απάντηση  
Α1) Έχουµε )t(g ∫ +

+
=

t 

0 
cdt 

1x
x   

 ∫ +
+
−+

=
t 

0 
cdt 

1x
11x   

∫∫∫ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

t 

0 

t 

0 

t 

0 
cdx 

1x
1 dt 1 cdt 

1x
1 1  

 

 c]1xln[0t t 
0 ++−−=  

 

 c)1tln(t +−−=  

Α

ρ

φC

gC
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Α2) Είναι 1)ln(ttφ(t) +−= , µε 0
1t

t(t)φ >
+

=′  

Οπότε,  η φ  είναι γνήσια αύξουσα  

Επειδή είναι και 0
1)(t

1(t)φ 2 >
+

=′′ , διαπιστώνουµε ότι η f  είναι κυρτή. 

 
Β1) Η φ  είναι γνήσια αύξουσα και συνεχής στο ]1,0[  

Επίσης, είναι 0
2
12ln

2
1φ(0)φ(1) <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=  

Επειδή 2ln
2
1
<  ή 2lneln 2

1

<  ή 2e <  

Άρα, η φ  έχει µία ακριβώς ρίζα ρ , η οποία µάλιστα είναι )1,0(ρ ∈  

 

Β2) Έχουµε 0)1(g =  και 12ln
2
11)1xln()x(g −−+++=′  

Αν ρx < , τότε φ(0)φ(x) <  µε 0)x(g <′   

και άρα g  γνήσια φθίνουσα στο ρ],0[  

Αν ρx > , τότε φ(0)φ(x) >  µε 0)x(g >′   

και άρα g  γνήσια αύξουσα στο )ρ,[ +∞  
 

Οπότε ρx0 <<  ή )x(g)0(g0 >>  ή 0)x(g <  

Άρα 02ln
2
1)0(g <−=  και άρα έχει µοναδική ρίζα το 1  

 

Γ) Έχουµε )tt)((tφ)φ(tφ:)ε( ooo −′=−  ή  )tt(
1t

t)1tln(ttφ o
o

oo −
+

=+−  

Για 0t =  και 2ln
2
1φ −=  είναι 

1t
t

)1tln(t2ln
2
1

o

2
o

oo +
−

=++−−  

ή 2
oooo

2
oo t)1tln()1t(tt)1t(2ln

2
1

−=+++−−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

ή 0t)1t(2ln
2
1)1tln()1t( oooo =−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+++  ή 0)t(g o =  ή 1to =  
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